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Es werden die sogenannten "metrischen" (endlichdimensionalen) Algebren über 
R differentialgeometrisch gekennzeichnet, indem jeder Algebra ein invarianter 
linearer Zusammenhang auf einer Lieschen abelschen Gruppe G zugeordnet wird: 
Der zugeordnete Zusammenhang ist von der Art, daß in jeder (eine bestimmte Rich-
tung enthaltenden) G-Ebene 11 durch jeden Punkt eine Autoparallele geht, die ganz 
in 11 liegt. 
1. Unter einer K-Algebra verstehen wir hier einen endlich-dimensionalen Vektor-
raum A über einem kommutativen Körper K (Charakteristik '1'= 2) mit einem K-
bilinearen Produkt a, bE A -?ab E A. Kommutativität oder Assoziativität wird 
zunächst nicht gefordert. Besitzt A eine Eins e, so ist Ke eine zu K isomorphe Teil-
algebra; daher identifizieren wir meist e mit der Körper-Eins 1 und schreiben 
A = K EB V mit geeignetem Teilvektorraum V c A. 
Eine K-Algebra A mit Eins e = 1 heiße metrisch wenn A einen involutorischen 
Antiautomorphismus cp '1'= idA : X-?X (xy = y x, X = x) gestattet mit Fixq: = K. 
Die Bezeichnung "metrisch" erscheint aus folgendem Grunde gerechtfertigt: 
Zu cp gehört wegen x = x=x E K eine symmetrische K-Bilinearform (,.Metrik") 
(x,y) :=+(xy+yx) E K (x.YEA) (1.1) 
Wegen (a, (3) = a~ für a. ~ E K ist (1.1) nicht die Nullform. Wegen (1.1) = 1 = 0 
gestattet A die kanonische Zerlegung 
A=KE9V mit V:= {xEA/(Lx) =O} (1.2) 
(Zwei Vektoren x. y E A mit (x. y) = 0 mögen orthogonal heißen.) Der Ausartungs-
grad der Metrik (.) ist die Dimension des Radikals 
RadA = {rE A/(r.x) = 0 Vx E A} c V (1.3) 
Der Teilraum RadA ist. wie man leicht sieht. ein (zweiseitiges) Ideal in A. 
1.1 Assoziative metrische Algebren. Diese Algebren heißen nach KARZEL [0] 
auch kinematische Algebren. Sie dienen zur Beschreihung der sogen. kine-
matischen Räume (P.G): das sind projektive (desarguessche) Räume P üher K. 
die von einer Gruppe G bis auf eine Hyperquadrik S = P - G au~gcfüllt werden der-
art. daß die a E G sowohl von rechts (x E p ...... xa E P) als auch von links (x E P ...... ax E P) 
auf P als reguläre Kollineationen wirken und daß der Durchschnitt g n H jeder 
Gerade gc P durch den Einspunkt E E G eine Untergruppe von G i~t. Man kann 
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zeigen (vgl. BRÖCKER [3] und LÜBBERT [9]), daß es zu jedem kinematischen 
Raum (P,G) eine assoziative metrische K-Algebra A gibt, so daß P = A-{O}/K-{O} 
und G = E(A)/K-{O} ist, wobei E(A) die Einheitengruppe der Algebra A, be-
stehend aus den Elementen x mit (x,x) "" 0, ist. Bei der kanonischen Projektion 
A-{O}~P geht das Nullstellengebilde {xEA/(x,x) =O} in die Hyperquadrik S 
über. Die Klassifikation der kinematischen K-Algebren geschieht am übersicht-
lichsten über den Ausartungsgrad Q = dimRadA der Metrik (,) (LÜBBERT [9]): 
Wir setzen dimA = n + 1, also dimV = dimP = n; n> l. 
Fall I: Q:;; n-2: Daraus folgt notwendig n = 3, RadA = {O}. A ist entweder der 
Schiefkörper der Quaternionen über K oder A ist isomorph zur Algebra der zwei-
reihigen Matrizen über K. Die zugehörigen kinematischen Räume sind dreidimen-
sional. Im ersten Fall ist P der elliptische Raum mit P = G, S = 0 (vgl. etwa 
BLASCHKE [1]), im zweiten Fall ist P der sogen. indefinit-elliptische Raum (Be-
zeichnung von STRUB ECKER [10]), in dem Sein einschaliges Hyperboloid ist, das 
die Gruppe G in zwei Komponenten zerlegt. 
Fall II: Q = n-l: Falls wir K = R annehmen, besteht S entweder aus einer "Hyper-
gerade" (proj. Teilraum der Codimension 2 in P); im Fall n = 3 ist (P,G) der quasi-
elliptische kinematische Raum von BLASCHKE/GRÜNWALD (v gl. [2]); oder S 
besteht aus zwei Hyperebenen. Im ersten Fall ist n ungerade, und zu jedem n = 2m + 1 
gibt es bis auf Isomorphie genau eine kinematische Algebra A. Im zweiten Fall ist n 
beliebig, und zu jedem n gibt es nichtisomorphe kinematische Algebren. 
Fall III; Q > n-l: Da (,) nicht die Nullform ist, bleibt nur der Fall Q = n. S entartet 
hier zu einer Hyperebene in P, und zu jedem n> 2 gibt es nichtisomorphe kine-
matische Algebren. 
Aus dieser Übersicht ersieht man, daß es "nur wenige" kinematische Algebren 
gibt, da die Metrik (,) nicht jeden beliebigen Ausartungsgrad annehmen kann. Dies 
wird anders bei kommutativen metrischen Algebren. 
1.2 Kommutative metrische Algebren. Aus jeder kinematischen Algebra A 
(Produkt x·y) erhält man über das neue Produkt xy:=-:Hx·y+y·x) eine kommu-
tative (nicht assoziative) metrische Algebra A' mit der gleichen Metrik (,). A' ist eine 
fordanalgebra
'
). Allgemeiner ist jede kommutative metrische Algebra eine Jordan-
algebra und daher (Trivialfälle ausgeschlossen) nicht-assoziativ. Wir nennen diese 
Klasse daher auch die metrischen fordanalgebren. Die Klasse der metrischen 
Jordanalgebren besteht nicht nur aus den Algebren A', die von kinematischen Al-
gebren A wie oben abgeleitet sind. 
Man kann nämlich jede metrische Jordanalgebra auf folgende Weise konstruieren 
(vgl. JACOBSON [5] S.13): V sei ein K-Vektorraum (Char K ~ 2) mit einer be-
liebigen symmetrischen Bilinearform (,) '. Betrachten wir die direkte Summe 
A:= KGV 
und erweitern die Form (,). zu (x,y): = ~ll + (x,y)' auf ganz A (x = ~ + x, Y = 1'] + y, 
I) B heißt Jordanalgebra, wenn B kommutativ ist und wenn a2(ba) = (a2b)a gilt. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052154
Differentialgeometrische Kennzeichnung einer Klasse von Algebren 91 
1;, YI E K, x,y E V), so wird A zu einer metrischen Jordanalgebra durch die Produkt-
definition 
xy: = (1;Y1- (x,y)') + (1;y + Y1Y)· 
Für später benötigen wir den folgenden 
Satz 1: Eine K-Algebra A (Char K == 2) mit Eins e = 1 ist genau dann metrisch, 
wenn gilt 
x2 E K + Kx für aJle x E A (1.4) 
Beweis: Ist A metrisch, so gilt mit der Zerlegung (1.2): x=;+x mit ;EK, XEV, 
x2 = _ (x,x) E K für jedes XE A. Daher: x2= _;2 + x2 + 2;x E K + Kx. 
Gilt umgekehrt (1.4), so bilden wir die Menge 
J:= {xEA-K' /X2 EK} (K':= K-{O}). 
Man zeigt zunächst, daß J ein Teilvektorraum von A ist: Mit a E K, XE J folgt sofort 
aXEJ. Sind ferner x,yEJ, so kann man wegen KnJ= {O} voraussetzen. daß 1,x,y 
linear unabhängig sind. Addiert man nun die Größen (X+y)2 und (X_y)2 und berück-
sichtigt, daß wegen (1.4) es zu jedem z E A Zahlen atz), ß(z) E K mit 
Z2 = a(z) + ß(z)z (1.5) 
gibt, so folgt 
ß(x+y)=ß(x-y)=O und damit x+yEl. 
J ist Teilraum. Nun wird A = K EB J behauptet: Es gilt K n J = {O}. Sei ferner x E A - K 
beliebig. Mit (1.5) bilde man y: = j:\(x)-2x; dann folgt l = ß2(X) + 4a(x), also y E J, 
und damit x = +(ß(x)-y) E K + J. A ist schließlich metrisch, denn in der Zerlegung 
A = K EB J bilde man zu jedem x = ; + x (; E K, XE 1) den Vektor x: = s-x; dann ist 
x->x der gesuchte Antiautomorphismus q; mit Fixq; = K. 
2. Zur differentialgeometrischen Kennzeichnung der metrischen IR-Algebren 
nehmen wir eine zunächst beliebige Liegruppe 2) G der Dimension n + 1 (n > 0) über 
IR und wiederholen zur Festsetzung der Bezeichnungen einige bekannte Dinge aus der 
Differentialgeometrie3 ). 
Ta(G) bezeichne den Tangentialraum von G am Punkt a E G. Einen Tangenten-
vektor XaETa(M) an eine Kurve'(: tEI->':(t) EG im Punkt a ='(ta) (I ein Intervall 
von R) fassen wir auf als den Differentialoperator Xa = (d/dt)'a mit der Wirkung 
Xaf: = (df(y(t»/dt)'a auf jede differenzierbare') Funktion f: G--. R. Ein VektorielcJ X 
ist dann eine Vorschrift X: aEG->XaETa(G). die jedem Punkt a einen Tangenten-
vektor Xa im entsprechenden Tangentialraum Ta(G) zuordnet. Die Komponenten 
von X in lokalen Koordinaten ,eien analyti,ehe Funktionen. Wir unterscheidcn Xf 
und fX für ein Vektorfeld X und eine Funktion f: G-. R: Xf: G-. Rist dic in Rich-
') G ist eine analytische Ivlannigfaltigkeit. wobei die ~Iultlj'likation und da, Invertieren in G 
analytische Operationen sind. 
3) Vgl. hierzu etwa KOBAY ASHI-"OMIZl' j7J oder HELGASO'> [4J. 
") Alle hier erwahnten Funktionen G~R ,eien gentigend oft differenticrbar blW. anal~ ti'eh. 
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tung X abgeleitete Funktion zu f, fX ist das durch (fX)a: = f(a)Xa (a E G) definierte 
Vektorfeld. X(G) bezeichne die (über IR unendlich-dimensionale) Liealgebra aller 
(analytischen) Vektorfelder auf G mit dem Lieprodukt [X,Yj: = XY - YX, wobei XY 
durch Hintereinanderschalten der Derivationen Y und X definiert ist: (XY)af: = 
Xa(Yf) für jede Funktion f: G~R Eine (analytische) Transformation <f>: G~G 
induziert in natürlicher Weise eine Transformation des Tangentialbündels T(G) 
(disjunkte Vereinigung aller Tangentialräume Ta(G), a E G), die wir ebenfalls mit <1> 
bezeichnen und so definieren: Ist Xa Tangentenvektor an die Kurve y(t) im Punkt 
a = y(ta), so sei Y<I>(a) = <1>Xa Tangentenvektor an die Kurve <f>oy(t) im Punkt <1>(a). 
<1> bewirkt einen Vektorraumisomorphismus Ta(G)~T'~(a)(G). Hiermit ist auch die 
Wirkung von <1> auf Vektorfelder X definiert, wenn man das Bildvektorfeld <f>X durch 
(<1>X)<I>(a)=<1>Xa definiert. Im allgemeinen gilt <f>X*X. Das Feld X heißt jedoch 
invariant bzgl. der Transformation <1>, wenn <1>X = X gilt. 
Zu jedem a E G betrachten wir nun die Linkstranslation 
La: xEG~a'xEG (a·x sei das Produkt in G) (2.1) 
La ist eine analytische Transformation von G, und die Gruppe G wirkt als Gruppe GL 
der Linkstranslation einfach transitiv auf G. Ein Vektorfeld heißt X linksinvariant 
(oder kurz invariant), wenn 
LaX = X für alle a E G (2.2) 
gilt. Die Menge aller invarianten Vektorfelder auf G, bezeichnet mit g, bildet mit dem 
Lieprodukt [X,Yj eine (n+ l)-dimensionale Teil-Liealgebra von X(G); man nennt g 
die Liealgebra der Liegnzppe G. Eine Integralkurve y(t) durch den Einspunkt 
e = "'{CO) eines invarianten Vektorfeldes, XE g, ist eine Ein-Parametergruppe von G 
und wird daher mit "'{(t) = exp(tX) bezeichnet. Bekanntlich ist der Operator exp eine 
analytische Diffeomorphie einer Umgebung No von 0 in g auf eine Umgebung Ue 
des Einspuktes e in G, wobei 0 E g in e E G übergeht; entsprechend bildet Laoexp nach 
Wahl irgendeiner Basis Xo""Xn von g die Umgebung Nocg auf eine Umgebung 
U a = aUe vermöge 
(2.3) 
ab. Die Xi heißen die lokalen kanonischen Koordinaten des Punktes q E G bzgl. der 
Basis Xo .. , Xn : bezüglich dieser lokalen Koordinaten kann man die Basisvektoren 
(Xi)a mit den Operatoren (a/axi)a gleichsetzen. Die Kurve a' exp(tX) (X E g) nennen 
wir eine G-Gerade durch den Punkt a E G in Richtung X. Ist ferner T ein zwei-
dimensionaler Teilvektorraum von g, To = No n T, so nennen wir II = a . exp(To) eine 
G-Ebene durch den Punkt a E G. Ist das invariante Vektorfeld X in T enthalten, so 
sagen wir, die G-Ebene II = a· exp(To) enthalte die Richtung X. 
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Ein auf der Liegruppe G gegebener linearer ZusammenhangS) V heißt in-
variant, wenn gilt 
(2.4) 
für jede Linkstranslation La(a E G) und für je zwei Vektorfelder X, Y E X(G). Sind 
l,yl, .. ,yn lokale Koordinaten in einer Umgebung eines Punktes p E G und Yi = O/oyi 
die (lokal definierten) Tangentenvektorfelder an die Koordinatenlinien, so ist 
(Yo)p, .. ,(Yn)p eine Basis des Tangentialraumes Tp(G), und man kann schreiben 
(2.5) 
Die Funktionen rt heißen die Komponenten des linearen Zusammenhangs V' (im 
entsprechenden lokalen Koordinatensystem (i». Ist V' invariant, so folgt aus 
X,YEg mit (2.2) und (2.4), daß auch '1xY in g ist. Bei gegebenem invariantem 
Zusammenhang V' kann man den Vektorraum g daher zu einer R-Algebra Av machen 
durch die Produktdefinition 
(X,Y) E g X g--->X' Y: = '1x y. (2.6) 
Das Produkt ist bilinear über R, da V' linear ist. 
Ist umgekehrt auf g eine Algebra A mit einem Produkt X' Y (X, Y E g) gegeben, 
so kann man zu A einen eindeutigen linearen invarianten Zusammenhang V' finden, 
so daß A = A v wird: Sind sämtlich Y,Z EX(G) beliebige Vektorfelder, und ist 
Xc, .. , Xn irgendeine Basis von g, so gibt es Funktionen 11 i, ~i: G--->R (i = 0, .. ,n) mit 
Y = rfX;, Z = ~iXj' Wir definieren nun V' durch 
(2.6 a) 
Dann weist man leicht nach, daß V' ein invarianter linearer Zusammenhang auf G mit 
Av = A ist. 
Es besteht also eine bijektive Zuordnung zwischen der Menge aller invarianten 
linearen Zusammenhänge auf einer Liegruppe G und der Menge aller R-Algehren, 
die man auf dem Vektorraum g einrichten kann. 
Eine Kurve y(t) auf einer Mannigfaltigkeit mit linearem Zusammenhang V' heißt 
bekanntlich Autoparallele (oder auch Geodätische) des Zusammenhangs, wenn für 
ihr Tangentenvektorfeld X =;( gilt 
'1~,y = 0 für alle t im Definitionsintervall von '(. (2.7) 
Auf unserer Liegruppe G ist derjenige invariante lineare Zusammenhang ausgezeich-
net, für den die G-Geraden die Autoparallelen sind, wir bezeichnen ihn mit 0 und 
nennen ihn den trivialen Zusammenhang, weil gilt 
') Eine Vorschrift '1, die jedem Vektorfeld X einen linearen Operator '1x:X(G)~X(G) /u-
ordnet, heißt linear!'r Zusammenhdllg auf G. wenn '1fX~gY(Z) = fV'xZ + g'1, Z und '1,UY) = 
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D x Y = 0 für alle X, Y E g (2.8) 
Ist nun auf G ein nichttrivialer linearer invarianter Zusammenhang gegeben, so kann 
man das Produkt (2.6) der zugehörigen Algebra A v auf die Menge X(G) aller 
Vektorfelder ausdehnen vermöge der Definition 
X,Y EX(G) X· Y:= VxY -DxY EX(g) (2.9) 
Das Produkt (2.9) ist in der Tat bilinear, denn mit irgendeiner Basis Xc, .. , Xn von g 
und geeigneten Funktionen l;\r( G-R gilt X=l;'Xb Y=YJjXj: aus (2.6a), (2.8), 
(2.9) folgt X· Y = l;iYJjXi ' Xj' 
Wir setzen von nun an voraus, daß die Liegruppe G abelsch ist (ab = ba für a, b 
E G), dann gilt [X, Y] = 0 für alle X, Y E g. Hieraus folgt: Ist Xo,'" Xn eine Basis, und 
sind xO, •• , x" die zugehörigen kanonischen Koordinaten in einer Umgebung U ades 
Punktes a E G (mit x~ = .. = x~ = 0), so gilt 
(X;)q=(l)q (i=O, .. ,n) füralleqEUa , 
. ax' 
(*) 
denn für X,QEg (nahe bei 0) und q=expQ ist exp(tX+Q)=q'exp(tX), weil G 
abelsch ist, somit ist Xq Tangentenvektor in q an die Kurve y(t) = exp(tX + Q). Damit 
ergibt sich 
Lemma 1: Ein linearer Zusammenhang V auf einer abelschen Liegruppe G 
ist genau dann invariant. wenn seine Komponenten rif in jedem lokalen kanoni-
schen Koordinatensystem (Xi) konstant sind. 
Zum Beweis braucht man nur zu beachten, daß wegen (*) für eine Basis Xi von g 
die Strukturkonstanten der Algebra A v mit den Komponenten von V überein-
stimmen. 
Ist nun y(t) eine in einer Umgebung des Punktes aEG definierte Autoparallele 
des invarianten Zusammenhangs mit '1(0) = a, so erhält man mit (2.3) ihr Bild x(t) 
in der Umgebung No des Vektorraumes g' Av über 
exp-l(a- 1y(t» = x(t) = Xi(t)Xi (xi(O) = 0) (2.10) 
mit Xi als den kanonischen Koordinaten zur Basis Xi' Wegen der Konstanz der rt 
geht die Differentialgleichung (2.7) von y(t) dann mit (2.9) über in 
(2.11) 
wobei x und x die erste und zweite Ableitung nach t der Vektorfunktion x(t) sind, 
und :e = x . x das Produkt in Av bedeutet. 
Man zeigt z.B. leicht, daß die linear zusammenhängende Mannigfaltigkeit (G,V) 
(V invariant) genau dann lokal-euklidisch ist (d.h. Torsionstensor T und Krüm-
mungstensor R verschwinden identisch)6), wenn die zugeordnete Algebra Av kom-
mutativ und assoziativ ist (vgl. etwa VRANCEANU [l1] S. 322). Mit dem Produkt 
h) Torsions- und Krümmungstensor zum linearen Zusammenhang V sind durch T(X,Y): = 
V" Y - VyX - [X,YI. R(X,Y)Z: = Vx VyZ - Vy VxZ - V1x.y1Z defiriiert, 
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(2.9) berechnet man nämlich für Torsion und Krümmung eines invarianten linearen 
Zusammenhangs auf der Liegruppe G: 
T(X,Y) = X· Y - Y'X, R(X,Y)Z = X'(Y'Z)- Y'(X'Z) 
für alle Vektorfelder X, Y,Z EX(G). 
(2.12) 
3. Wir wollen jetzt die metrischen R-Algebren differential-geometrisch kenn-
zeichnen und bemerken zunächst: Besitzt die Algebra A, eine Eins E, so ist E E g ein 
durch den invarianten linearen Zusammenhang V' ausgezeichnetes invariantes Vek-
torfeld der Liergruppe G. Es gilt: 
Satz 2: Besitzt Av eine Eins E, so ist jede Autoparallele von V' durch irgend-
einen Punkt a E G in Richtung E Stück einer G-Gerade. 
Beweis: Mit einem allgemeinen Parameter t hat das Bild in g eines G-Geraden-
stückes durch a E G in Richtung Ewegen (2.10) die Gleichung x(t) = a(t)E (n(O) = 0, 
a"" 0). Wegen e = E löst die Funktion a(t) = In(ct + 1) (c = ä(O» die Differential-
gleichung (2.11). 
Betrachten wir insbesondere invariante Zusammenhänge zu metrischen Algebren. 
so gilt 
Satz 3: Ist (G,V') eine linear zusammenhängende abelsche Liegruppe mit 
invariantem Zusammenhang V', dessen zugehörige Algebra A, eine Eins E 
besitzt, so ist A v genau dann metrisch, wenn jede die Richtung E enthaltende 
G-Ebene geodätisch ist. 
Eine G-Ebene 11 heiße geodätisch, wenn durch jeden Punkt qo von 11 in jeder 
Richtung von 11 eine ganz in 11 liegende Autoparallele existiert. 
Beweis von Satz 3: (i) Die E enthaltende Ebene 11 durch den Punkt a E G sei 
geodätisch. Mit einem geeigneten zu E linear unabhängigen invarianten Vektorfeld 
Z Eg = Av gilt 
exp-l(a- 1 '1]) cRE + R Z. 
Für jede Autoparallele y(t) in 11 durch einen Punkt qo = y(O) E 11 kann man ansetzen 
exp-l(a- 1 ··,/(t» = x(t) = n(t)E + 13(t)Z + Xc 
mit qo = a exp(xo) und geeigneten Funktionen n(t), ß(t) «(((0) = 13(0) = 0). Wegen 
Satz 2 kann man voraussetzen. daß die Anfangsrichtung von ',(t) (bei t = 0) nicht E 
ist, also I~«() "" O. Aus der Differentialgleichung (2.11) für x(t) folgt 
(Ci + «(2)E + <i1 + 2«(~)Z + 132Z2 = O. 
Wegen B(O) ~ 0 gilt daher Z2 E RE + IR Z. Dies gilt für alle Z E A" da jede (E enthal-
tende) G-Ebene nach Voraussetzung geodätisch ist. daher ist A v metrisch nach Satz I. 
(ii) Umgekehrt sei nun A, metrisch: A\· = RE GV (vgl. 1.2). Wir zeigen. da!.) e, 
zu jedem Z E V (Z #- 0) und zu jeder Anfangsrichtung ü(O)E + I~( ()Z analytische 
Funktionen (((t). (3(t) (t nahe bei O. (((0) = 1\(0) = 0) gibt. so daß der AIP,all 
x(t) = u(t)E + 13(t)Z + Xo (3.1 ) 
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mit Xo E RE + RZ (nahe bei 0) eine G-ebene Autoparallele y(t) = a' exp(x(t)) durch 
den Punkt qo = y(O) = a' exp(xo) liefert. Differentiation von (2.13) und Einsetzen in 
(2.11) ergibt für die Funktionen a und ß die Differentialgleichungen 
(I) ä + a? = ~Iß2, (II) 13 + 2äß = 0 (3.2) 
mit der reellen Konstanten Il = _Z2 = (Z, Z) ( (,) ist die symmetrische Bi!inearform 
der metrischen Algebra Av, bei der vorübergehend E = 1 gesetzt ist). Aus (11) folgt 
zunächst 
ß(t) = ß(O) e2U (t) (3.3) 
Nochmaliges Differenzieren von (I) und Einsetzen von (3.3) liefert mit der Substi-
tution 
t 
a(t) = f o(T)dT 
o 
die Differentialgleichung 
ö + 606 + 403 = 0 
Ein Potenzreihenansatz 
o(t) = ao + alt + a2r2 + a3t3 + ... (ak E R) 
(3.4 ) 
(3.5) 
liefert ao, al als freie Konstanten, und die ak (k = 2,3, ... ) ergeben sich rekursiv als 
Funktionen von ao, al, .. , ak-l' und es gilt für festes k: !im ak = 0, falls ao und al gegen 0 
gehen. Damit erreicht man für genügend kleine Werte ao, a l einen hinreichend großen 
Konvergenzradius der Potenzreihe. Als Anfangsbedingungen ergeben sich a(O) = 
13(0) = 0,6.(0) = ao, ß(O) ist von aO,al unabhängig. Somit bekommt man gewünschte 
Funktionen a(t), 13(t). 
Wir fragen noch, falls A v metrisch ist, welche Autoparallelen des invarianten 
Zusammenhangs 'V (außer denen von Satz 2) Stücke von G-Geraden sind. 
Hierzu betrachten wir den quadratischen Kegel 
s= {XE Avl (X,X) =O} (3.6) 
im metrischen Vektorraum Av, wobei (,) wieder die Metrik (1.1) ist. 
Satz 4: 1st die Algebra Av zum invarianten linearen Zusammenhang 'V der 
abelschen Liegruppe G metrisch so gilt: Ein Stück einer G-Gerade ist genau 
dann Autoparallele des Zusammenhangs 'V, wenn ihre Richtung X entweder 
= E oder aus dem quadratischen Kegel S ist. 
Beweis: Das Bild in g einer G-Gerade kann man wenigstens ein Stück weit in 
einem allgemeinen Parameter t mit x(t) = a(t)X (a(O) = 0, ü(O) = 1) ansetzen. Wegen 
Satz 2 können wir für die Richtung X in der Zerlegung Av = R E E9 V voraussetzen: 
X = ; + x mit x E V - {O}, wobei noch vorübergehend E = 1 gesetzt wird. Wegen 
x2 = -(x,x) folgt dann 
X2 = (:;2 - (x,x» + 2;x. 
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Soll die G-Gerade ein Stück weit eine Autoparallele sein, so folgt aus (2.11): 
ä(O)X + X2 = 0, d. h. ä(O)l:; + a(O)x + (l:;2 - (x,x» + 2l:;x = O. Komponentenvergleich 
ergibt wegen x,c 0: ä(O)l:; + l:;2 - (x,x) = 0, ä(O) + 2l:; = O. Elimination von ä(O) 
ergibt 0 ='e + (x,x) = (X,X), also XES. 
Ist umgekehrt die Richtung X=l:;E+xES - {O} gegeben, so löst die Funktion 
a(t) = t - l:;t2 im Ansatz x(t) = a(t)X die Differentialgleichung (2.11). d. h. das be-
treffende Stück der G-Gerade ist eine Autoparallele. 
4. Auf der Mannigfaltigkeit G mit invariantem Zusammenhang V', dessen zugeord-
nete Algebra Av metrisch sei. suchen wir nun. im Fall. daß A; kommutativ ist. nach 
Riemannschen oder pseudo-Riemannschen Metriken, die mit dem Zusammenhang 
verträglich sind; dabei muß man die gesuchte (pseudo)-Riemannsche Metrik g 
zunächst wohl unterscheiden von der "Metrik" (1.1) der Algebra A;. Zuvor eine 
allgemeine Bemerkung: Bekanntlich 7) kann man die (bisher hier nur auf Vektorfelder 
angewandte) Derivation V'z (Z E X(G)) eines linearen Zusammenhangs V' in natür-
licher Weise auch auf beliebige Tensorfelder ausdehnen. Ist insbesondere g ein zwei-
fach-kovariantes Tensorfeld, aufgefaßt als Bilinearform. welche jedem Paar X, Y aus 
X(G) eine reellwertige Funktion 
g(X,Y): pEG-4gp (Xp ,Yp) ER 
zuordnet, wobei gp: T p(G)-4R jeweils eine R-Bilinearform auf dem entsprechenden 
Tangentialraum ist, so ist V'zg ein Tensorfeld vom gleichen Typ wie g und kann durch 
(V'Zg) (X,Y): = Z(g(X.Y» - g(V'zX.Y) - g(X. V'z Y) (-+.I) 
erklärt werden. 
Ein solches Tensorfeld g nennt man eine pselldo-Riemonnsche Metrik auf der 
Mannigfaltigkeit G, wenn g symmetrisch ist. g(X.Y) = g(Y.X). und wenn für jeden 
Punkt pE G die Bilinearform gr auf T r(G) nicht ausgeartet ist. g heißt insböonderc 
Riemannsche Metrik. wcnn gr positiv clefinit ist für jedes pE G. Jedc fpseudo)-
Riemannsche Metrik g induziert bekanntlich gcnau einen linearen Ztl';ammenhang. 
so daß bei Parallelverschiebung je zweier Vektoren Xp.Yp in Punkt p entlang einer 
Kurve von p nach q für die verschobenen Vektoren X~.Y~ gilt 
!!q(X~.Y~) = gr(Xr,Yr), 
Der von der (Pseudo)-Riemannschen Metrik g indtuierte Zmammenhang genügt 
folgenden Bedingungen: 
(A) V' ist symmetrisch: V'x Y - V'yX = [X.Y] 
(D. h. der Torsionstensor T(X, Y) verschwindet identisch) 
(B) In jeder Richtung X verschwindet die kovariante Ableitung von g: 
V'" g = 0 ( .. Lemma von RICCI") 
Ist umgekehrt der symmetrische lineare Zusammenhang "V gegeben. und findet man 
7) Vgl. etwa HELGASO~ 14]. 
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eine (pseudo)-Riemannsche Metrik g, die der Bedingung (B) genügt, so nennen wir g 
mit V' verträglich. V' ist dann gerade der von g induzierte Zusammenhang. 
Gegeben sei nun eine linear zusammenhängende abelsche Liegruppe (G,V') der 
Dimension n + 1, V' invariant. und die zugeordnete (n + 1)-dimensionale Algebra A" 
sei metrisch: A" = IR E8V (E die Eins von A", dimV = n, vgl. (1.2». Zum Auf-
finden einer (pseudo)-Riemannschen mit V' verträglichen Metrik setzen wir die 
Bedingung (A) voraus. Aus der ersten Gleichung (2.12) folgt dann, daß (G,V') 
torsionsfrei, Av also kommutativ ist; Av sei also eine metrische fordanalgebra. Zum 
Lösen der Bedingung (B) nehmen wir eine invariante Basis Xo = E, Xl,'" X n von 
g = A" und setzen in den zugehörigen lokalen kanonischen Koordinaten xo, Xl, 
.. ,xl1 
(4.2) 
für die Komponenten des gesuchten Metriktensorfeldes g. (B) ist dann gleichwertig 
mit dem System 
(4.3) 
partieller Differentialgleichungen, welches der Formel (4.1) entspricht; X' Y ist das 
Produkt in A", und x" = aI3x((' Mit den konstanten Komponenten r~1l des in-
varianten Zusammenhangs V' und (4.2) geht (4.3) über in 
-3g fkt _ () 0 ~"-r"ilg,,,,+ fc,,,gllo (a,~,y,6=0,1, .. ,n) 
ax 
(4.4) 
Für festen Index (( ist (4.4) ein System von (n+I)2(n+2) linearen gewöhnlichen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung. Reiht man die Größen gl'," zu einer Spalte von 
In + I )2(n + 2) Elementen auf, so sind bei entsprechender Umnumerierung gewisse Linear-
kombinationen der Konstanten r~ll die Elemente der Systemmatrix C" von (4.4) 
Der einfachste Ansatz für eine Lösung g von (4.4) lautet daher 
(4.5) 
wobei [I" jeweils ein Eigenwert zur betreffenden Systemmatrix Cu (a = 0,1, .. , n) ist. 
Sind die Matrizen C" für jedes (( E {O, .. ,n} diagonalähnlieh, so bekommt man durch 
Liniarkombinationen über alle Eigenwerte von Cu aus den Teillösungen der Form 
(4.5) jede mögliche Metrik g, welche mit V verträglich ist. Sind nicht alle C" 
(u = 0, .. , n) diagonalähnlich, so können die Komponenten von g noch Terme besit-
zen. die Potenzen der Koordinaten x" enthalten. Ferner muß man im allgemeinen 
erwarten. daß ein Lösungstensor g ausgeartet ist, also keine (pseudo)-Riemannsche 
Metrik auf der Mannigfaltigkeit darstellt. 
Wir beschränken uns daher auf einen Sonderfall: 
Satz 5: (G, V') sei eine linear zusammenhängende abelsche Liegmppe mit 
invariantem symmetrischem Zusammenhang V', dessen zugeordnete Algebra A 
eine metrische Jordanalgebra mit positiv definierter Metrik (,) ist. Der Ansatz 
(4,5) liefert für eine Orthonormalbasis Xo = E, Xl> .. , X
n 
von A (orthonormal 
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bzgl. der Bilinearform (,») eine Schar konform-euklidischer (Riemannscher) 
Metriken g mit den Komponenten 
gull = e e2X°,sall (c>O, konstant, beliebig), 
welche mit dem Zusammenhang V verträglich sind. 
Beweis: Partielle Ableitung des Ansatzes (4.5) nach XU und Einsetzen in (4.4) 
ergibt das lineare System 
(4.6) 
Ist nun Av metrische Jordanalgebra, (,) positiv definit und Xa = E, X"", Xn Ort ho-
normalbasis bzgl. C), so gilt, wenn wir die Indizes i, j, k, s von 1 bis n laufen lassen, 
die a, ß, y, 0 von Obis n: 
Xa . Xa = r öo X" = Xa, Xa . Xi = Xi' Xa = r3i X" = X" Xi . Xj = 
= fijX" = - (Xi,Xj) E + -,sijXa. 
Daraus folgt 
110 = 1, r~o = rgi = r?o = rt = 0, r~i =no = Ö~, ~ = -,sij 
Aus (4.6) ergeben sieh mit (4.7) folgende Gleichungen: 
(I) ([A0-2)goo = 0, (I1) [logOk = 0, (III) ([lo-2)gjk = 0, 
(4.7) 
(IV) [AigOO-2gOi = 0, (V) [Iigok-gik + ,sikgoO = 0, (4.8) 
(VI) [Iigjk + bijgOk + bikgOj = O. 
Wir unterscheiden zwei Hauptfälle: (A) [lo = 2; (E) [lo;C 2. 
Fall (A): Unterfälle (Al) goo;c 0; (A2) goo = 0. 
(Al): Aus (Il) und (IV) folgt gok = 0, [li = 0; aus (V) folgt gik = goob ih . Setzen wir 
eOO: = c (> ° beliebig), so erhalten wir die in Satz 5 angegebene konform-euklidische 
Metrik. 
(A 2): Aus (IV) und (V) folgt gOi = gik = 0, also eine totale Ausartung. 
Fall (B): In allen Fällen ergibt sich wieder die totale Ausartung gul; = O. 
Anmerkung: Erweitert man die Bilinearform (,) \'o~ A, = g in natürlicher Weise 
auf ganz X( G), so hängt sie mit der in Satz 5 gefundenen Riemannschen Metrik g in 
einer Umgebung eines Punktes a E G über 
g(X, Y) = e2i. (X, Y) 
zusammen, wobei f, eine Funktion ist, für die man i.(a) = c setzen kann. Die in Satz :; 
gefundene Riemannsche Metrik g ist (bis auf den Ähnlichkeitsfaktor e2i.) übrigens 
die einzige mit dem invarianten Zusammenhang V (A, metr. Jordanalgebra, (.) 
pos. definit) verträgliche nicht-ausgeartete Riemannmetrik im Fall n> 1. denn nach 
einem allgemeinen Satz von KOWALSKI [8] wird g (bis auf den Ähnlichkeitsfaktor 
e2i.) eindeutig durch den zu 'V gehörigen Krümmungstensor R (vgl. (2.12» bestimmt. 
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